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Recorréncia

Pror.LuciaANO MONTEIRO DE CASTRO

1. De quantas maneiras podemos cobrir um retangulo 2 x n com pecas 1 x 2 ou 2 x 27

2. Encontre o nimero de permutagoes (p1,p2y-...,pPn) de (1,2,...,m) tais que [px — k| < 1

para todo k € {1,2,...,n}.

3. Seja r(n) o numero de maneiras de se escrever um inteiro positivo n na forma n = my +
my + - + my, onde my, my,..., My € kK sdo inteiros positivos arbitrarios. Mostre que
rm)=1+r(1)+r2)+---+r(n—1) paran > 2. Deduza que r(n) = 2r(n — 1) para
n > 2. Conclua que r(n) = 2™ para todo inteiro positivo n. Vocé consegue apresentar

uma demonstracao direta deste fato?



Solucoes

1. Seja an o nimero procurado. Temos a; = 1 e a; = 3 (um quadrado, dois dominds na
horizontal ou dois dominds na vertical). Se n > 2, considere as trés possibilidades para
cobrir o canto superior esquerdo: um domind na vertical, um dominé na horizontal ou
um quadrado. A primeira nos deixa com um retangulo 2 x n — 1, que pode ser coberto
de a,_1 maneiras. A segunda possibilidade nos obriga a colocar outro dominé horizontal
para cobrir o canto inferior esquerdo, deixando-nos com um retangulo 2 x n — 2, que pode

ser coberto de an_, maneiras, o0 mesmo acontecendo com a terceira possibilidade. Assim,
an = an—1 + zaan-

A equacdo caracterfstica, x> —x — 2 = 0, tem raizes 2 e —1. Logo a, = x@" + B(—1)".
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Observando que ag = 1, resolvemos o sistema x4+ 3 =1, 2a— 3 = 1 e encontramos & =

efp= % Logo a resposta é

a, = PASLNE (—1)“.
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2. Seja P(n) a resposta ao problema. Temos P(1) =1 e P(2) = 2, pois todas as permutacoes
de 1 ou 2 elementos cumprem a condigao do enunciado. Paran > 2, H4 duas possibilidades
para pn, pn =n ou pp =n — 1. No primeiro caso, o nimero de maneiras de completar a
permutacao é P(n—1). No segundo caso, seja k tal que px =n. Devemos ter  n—k| < 1e
k #n, logo k = n—1, ou seja pr—1 = n. Isso significa que os demais n—2 valores ocuparao
as primeiras n — 2 posigoes, logo o nimero de maneiras de completar a permutacao neste

caso é P(n — 2). Concluimos que

Pm)=Pn—1)+P(n—2) (recorréncia de Fibonacci).

Como P(1) =F, e P(2) = F3, concluimos que

1 ]—i—\fS n+1 ]_\/g n+1
== 4 [(52) (15%)




3. Se m; = n, ha uma unica maneira. Para cada possivel valor de m; < n, o nimero de
maneiras de escolher os nimeros my, ..., my é igual a r(n—m;), pois n—my; = my+- - -+my.
Como os possiveis valores de my < nsao 1,2,...,n—1, temos r(n) = 1+r(1)+1r(2)+-- -+
r(n—1). Assim, paran > 3, temos r(n—1) =1+7r(1)+7r(2)+---+r(n—2) e subtraindo
estas duas ultimas equacgoes obtemos r(n) —r(n—1) =r(n—1) < r(n) =2r(n—1).
Como 1(1) = 1 e r(2) = 2, esta igualdade é vdlida para todo n > 2. A seqiiéncia r(n)
é, portanto, uma P.G. de razéo 2 cujo termo geral é dado por r(n) = 2™ (1), ou seja,

r(n) =21

Uma demonstragao direta pode ser a seguinte: Considere uma fila com n nimeros “1”. Em
cada um dos 1 — 1 espagos entre esses nimeros “1” temos a opgao de acrescentar ou nao
um sinal “4”. A sequéncia final formada pode ser interpretada como uma sequéncia de
inteiros positivos de soma n. Reciprocamente, cada possivel solucao pode ser interpretada

como uma tal sequéncias de nimeros “1” e sinais “+”.



