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1. Os numeros de pontos de cada figura formam uma sequéncia chamada de ntimeros pentagonais. Ob-
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serve que, a partir da figura n, nl, a figura n+1 é obtida acrescentando-se a figura anterior 4 novos
pontos (vermelhos) que ser@o os vértices e n novos pontos (azuis) em cada um dos trés lados opostos ao
vértice fixo, totalizando 443n novos pontos. Assim, se a vigésima figura possui 651 pontos a vigésima
primeira terd 651 + 3 x 20 + 4 = 715 pontos.
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Vértice Fixo

(a) As seis maneiras sao as seguintes: 1-2-3-4-5, 1-2-3-5-4, 1-2-4-3-5, 1-2-4-5-3, 1-3-2-4-5, 1-3-5-4-2.

(b) Basta ele subir pelos degraus impares até o mais alto dos impares e em seguida ir para o mais
alto dos pares e descer pelos degraus pares.

Exemplo para 10 degraus: 1-3-5-7-9-10-8-6-4-2
Exemplo para 11 degraus: 1-3-5-7-9-11-10-8-6-4-2.

(¢) Se ele comegar com os movimentos 1-2, o problema recaird no caso com 11 degraus e, portanto,
serd possivel completa-lo de 68 maneiras. Se ele comegar com 1-3-2, entao ele terd que ir para o
degrau 4 e o problema recaira na mesma situagao da escada com 9 degraus e ele terd 31 maneiras
para completd-lo. Se ele comecar com 1-3-4, os degraus 2 e 5 ficardao com um afastamento de 3
degraus e nao serd possivel completar o movimento. Se ele comegar com 1-3-5, ele nao podera
mais descer ou subir um degrau, até atingir o iltimo impar para depois voltar pelos pares como
descrito no item c e, portanto, haverd apenas uma maneira. Logo, o nimero de maneiras de
completar a brincadeira serd igual a 68 4+ 31 + 1 = 100 maneiras.

Seja g(n) O nuimero de seqiiéncias com n termos que comegam com +1. Temos f(n) = f(n—1)42g(n).
Por outro lado, o segunto termo de uma seqiiéncia que comecga com +1 pode ser 0 ou —1. No primeiro
caso ha f(n — 2) maneiras de se completar a seqiiéncia e, no segundo, g(n — 1) maneiras. Portanto
g(n) =f(n—2)+ g(n—1). Isolando g(n) na primeira igualdade e substituindo na segunda obtemos
w =fln—2)+ w & f(n) = 2f(n — 1) + f(n — 2). Resolvendo a equacao
de recorréncia utilizando as condigoes iniciais f(1) = 3 e f(2) = 7 obtemos f(n) = % (1 + ﬂ)n +

n n
> — . omo f(n) € inteiro e 5 — < 5,a emonstra(;ao esta concluida.
1(1=+2) . Como f(n) éinteiroe § (1—v2) <3, ad Ao estd concluid



