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INTRODUGAO

A figura abaixo mostra um mapa rodovidrio de um pais ficticio. Neste artigo vamos examinar
dois problemas relativos a este mapa:

1. Um funciondrio, encarregado de verificar, periodicamente, o estado das estradas, deseja planejar a sua
rota de inspecdo. Idealmente, esta rota deveria se iniciar na capital e percorrer cada estrada exatamente
uma vez, voltando, entdo, ao ponto de partida. Existe tal rota?

2. Um representante de vendas de uma companhia deseja planejar uma rota na qual ele visite cada cidade
exatamente uma vez, voltando ao ponto de partida. Existe tal rota?

Fig. 1 - Mapa rodoviario de um pais ficticio

Ha varios pontos em comum entre os dois problemas. Por exemplo: em ambos se deseja verificar
a existéncia de um circuito (ou ciclo) no grafo determinado pelo mapa (um grafo é um par (V, A), em que
V € o conjunto de vértices do grafo, e A € um conjunto de pares de vértices — os arcos do grafo). No
primeiro problema, este circuito deve incluir exatamente uma vez cada arco do grafo. No segundo
problema, o circuito deve incluir exatamente uma vez cada vértice do grafo. Embora os dois problemas
sejam aparentemente semelhantes, hd algumas diferencas fundamentais entre eles. Convidamos os
leitores a refletir um pouco sobre cada um deles antes de prosseguir.

CIRCUITOS EULERIANOS

O primeiro problema — o do inspetor de estradas — foi estudado pela primeira vez por Euler
(1707-1783). Por esta razdo, um circuito que percorre cada arco de um grafo exatamente uma vez é
chamado de circuito euleriano e um grafo que possui um tal circuito € chamado de grafo euleriano. A
situacdo estudada por Euler ficou imortalizada como o Problema das Pontes de Konisberg, ilustrado na
figura abaixo, e que possivelmente ji € conhecido por muitos dos leitores. O objetivo € percorrer
exatamente uma vez todas as sete pontes da cidade (hoje Kaliningrado), que conectam as duas ilhas entre
si e com as margens do rio, voltando ao ponto de partida.

Fig. 2 - O Problema das Pontes de Kénisberg



Em linguagem de grafos, trata-se de encontrar um circuito euleriano no grafo da figura acima, no
qual os vértices representam as ilhas e as margens e os arcos sio as pontes'. Euler mostrou a nio-
existéncia de tal circuito através de um argumento extremamente simples. Consideremos, por exemplo, a
ilha da direita. Um circuito qualquer deve chegar a ilha e sair dela o mesmo nimero de vezes. Logo,
para que exista um circuito euleriano, deve haver um ndmero par de pontes com extremidade nesta ilha.
Como existem trés pontes nessas condicdes, concluimos que ndo é possivel encontrar um circuito
euleriano. De modo mais geral, temos o seguinte:

Teorema: Existe um circuito euleriano em um grafo se e somente se o grafo é conexo (isto é, existe um
caminho ligando qualquer par de vértices) e cada vértice tem grau par (ou seja, o niimero de arcos que
nele incidem é par).

O argumento acima mostra a necessidade de se ter grau em cada vértice para existir um circuito
euleriano. E também &bvio que o grafo precisa ser conexo. A prova de que essas duas condi¢des
implicam na existéncia de um circuito euleriano pode ser feita por indugdo finita no nimero de arcos do
grafo e é deixada como um exercicio para o leitor.

[Sugestdo: suponha a propriedade verdadeira para grafos com menos de n arcos e considere um grafo
com n arcos, satisfazendo as duas condi¢cdes. Comegando em um vértice qualquer, percorra arcos do
grafo, até voltar a um vértice ja visitado (o caminho gerado possui, entdo, um ciclo). Retirando do grafo
os arcos desse ciclo, obtém-se um ou mais grafos satisfazendo as duas condi¢des e com menor nimero de
arcos (portanto, com circuitos eulerianos, de acordo com a hipédtese de inducdo). Basta explicar como
“costurar” esses circuitos eulerianos ao ciclo descrito acima].

Podemos aplicar este teorema ao nosso problema de inspecao de estradas. Da mesma forma como
no Problema das Pontes de Konisberg, ndo existe qualquer circuito euleriano no grafo determinado pelo
mapa rodovidrio, ji que o vértice correspondente a capital tem grau 3. Assim, se 0 nosso inspetor de
estradas recebesse de seu chefe a incumbéncia de elaborar um trajeto nas condi¢des do problema 1, ele
poderia facilmente convencé-lo da impossibilidade de fazé-lo. Como veremos a seguir, a situagdo do seu
colega representante de vendas é bem pior...

CIRCUITOS HAMILTONIANOS

Um circuito passando exatamente uma vez por cada vértice de um grafo é chamado de circuito
hamiltoniano, em homenagem ao matemadtico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865), que
estudou este problema no grafo determinado pelas arestas de um dodecaedro regular (existe ou ndo um
circuito hamiltoniano neste caso?). Um grafo que possui um circuito hamiltoniano é chamado de grafo
hamiltoniano.

A situacdo do problema de verificar se um grafo é hamiltoniano € bem diferente da do problema
anterior. Apesar de terem sido estudados por vérios séculos, ndo hd uma boa caracterizacdo dos grafos
hamiltonianos. H4 diversas familias de grafos para os quais existe um circuito hamiltoniano (um exemplo
trivial é um grafo completo, em que cada vértice é ligado a todos os outros); também € possivel
estabelecer certas condigdes que implicam na nao-existéncia de um circuito. Mas uma caracterizacao
geral ndo foi encontrada e, a luz de certos avangos em teoria da computagdo das ultimas décadas, parece
improvavel que ela seja encontrada algum dia.

1 . . . L. o 1 .
A rigor, neste caso temos um multi-grafo, ja que certos pares de vértices sdo ligados por mais de um arco.



O problema de decidir se um grafo € hamiltoniano estd na companhia de diversos problemas
ilustres, com as seguintes caracteristicas em comum:

e O problema possui uma assimetria fundamental: é muito facil convencer alguém da existéncia de um
circuito hamiltoniano em um grafo: basta exibir tal caminho. No entanto, ¢ dificil, em geral,
convencer alguém da ndo-existéncia de um tal circuito. Por exemplo, o grafo da figura abaixo (o
leitor € capaz de reconhecé-lo?) tem um circuito hamiltoniano, de cuja existéncia o leitor fica
imediatamente convencido pela figura. J4 o grafo dado no inicio do artigo ndo tem circuito
hamiltoniano, mas ndo existe um argumento simples e geral para demonstrar esse fato (assim, nosso
amigo representante de vendas certamente terd mais trabalho para convencer seu chefe da
impossibilidade de elaborar uma rota nas condi¢des do problema 2 do que seu colega inspetor de
estradas).

Fig. 3 — Um grafo hamiltoniano

e Niao se conhece um algoritmo eficiente para verificar se um grafo é hamiltoniano (por eficiente,
entendemos aqui um algoritmo em que o nimero de passos seja limitado por um polindmio no
nimero de vértices do grafo). Além disso, parece improvavel que um tal algoritmo possa algum dia
ser encontrado, porque sua existéncia implicaria na existéncia de algoritmos eficientes para um
grande nimero de outros problemas, para os quais também ndo se conhecem algoritmos eficientes.
Estes problemas (incluindo o de verificar a existéncia de circuito hamiltoniano) formam uma classe
de problemas chamados de NP-completos. Um outro problema famoso da classe é o de determinar o
nimero minimo de cores que podem ser usadas para colorir os vértices de um grafo de modo que
vértices de mesma cor ndo sejam ligados por um arco.

O leitor podera estar pensando assim: mas serd que esta histéria de algoritmos eficientes tem
relevincia, numa era de computadores cada vez mais velozes? Afinal de contas, existe um algoritmo
extremamente simples para verificar se um grafo possui um circuito hamiltoniano. Se existir um tal
circuito, ele corresponderd a uma permutacdo (circular) dos vértices com a propriedade de que vértices
consecutivos sejam ligados por um arco do grafo. Ora, para verificar a existéncia de circuito
hamiltoniano basta gerar todas as permutacdes circulares dos vértices e testar se uma delas corresponde a
um percurso no grafo.

E claro que este algoritmo funciona para grafos de tamanho moderado (ele poderia ser o recurso
usado pelo nosso vendedor: como s@o apenas 9 cidades, ele teria que testar “apenas” 8! = 40.320
caminhos, o que seria feito com rapidez em um computador). Mas o que ocorre com grafos maiores?
Vejamos, por exemplo, uma situacdo em que o nimero de cidades cresce para 50 (o que representaria um
tamanho ainda bastante razodvel para uma situagdo real). Neste caso, o computador deveria examinar 49!
circuitos potenciais. Tentemos estimar a magnitude deste nimero. A forma mais simples € usar a férmula

n

de Stirling, que fornece a estimativa n!=+/27m| — | . Mas, neste caso, podemos usar estimativas mais
e

elementares. Por exemplo, podemos usar apenas poténcias de 2. Temos:



49'= I x2x3x4x5x6x7Tx8x..x15x16%x...x31%x32x...x49 >1x2x2x4x4x4x%x4
X8X..X 8x16x..x16%x32x...x32 = 22x4*x 84 x 16'0 x 32!8 = 86490 _ 5164

Mas 2'° = 1024 >10°. Logo 49! > 16. 10*.

Ora, um computador moderno pode realizar cerca de 200 milhdes de operagdes por segundo. Se em
cada operacdo ele conseguir testar um circuito, ele ainda assim precisard de mais de 16. 10**/2. 10° = 8 x
10** segundos, o que corresponde a aproximadamente a 2 x 10> anos. Assim, trata-se claramente de uma
missdo impossivel para o algoritmo de for¢a bruta baseado na andlise de cada permutacdo de vértices.

PROBLEMAS DIFiCEIS QUE TAMBEM SAO UTEIS

O resultado da discussdo acima pode parecer bastante desanimador: ndo parece haver bons métodos
para verificar a existéncia de um circuito hamiltoniano e algoritmos de forca bruta s6 funcionam para
problemas com pequeno nimero de vértices (¢ bom que se diga que existe um meio termo: hé estratégias
que permitem resolver o problema acima para valores razoaveis de n, reduzindo substancialmente o
numero de possibilidades a serem examinadas; mesmo estes algoritmos, no entanto, tornam-se impraticos
a partir de um certo ponto). O mesmo ocorre com todos os chamados problemas NP-completos.

No entanto, ao invés de ficarmos deprimidos com esta caracteristica desses problemas, podemos
explora-la para uma importante finalidade em criptografia, que é a parte da Matemdtica que estuda
métodos para criar e decifrar cédigos. Para tal, € também muito importante a assimetria apontada acima
(e que ocorre em todos os problemas NP-completos): € dificil encontrar um circuito hamiltoniano (ou
mostrar que ndo existe um), mas é ficil testar se uma seqiiéncia de vértices forma um circuito
hamiltoniano.

Suponhamos que vocé seja cliente de um banco. Para ter acesso aos servigos, voc€ usa o nimero de
sua conta (que é publico) e uma senha, que em principio deve ser conhecida apenas por vocé. O
procedimento mais simples seria ter a sua senha armazenada no sistema do banco. Mas ai vocé correria o
risco de que ela fosse descoberta, por exemplo, por um funciondrio desonesto. Em lugar disto, o sistema
do banco armazena uma versdo codificada da senha, que ndo precisa ficar em segredo. Esta codificagcao
deve ser feita de tal forma que seja simples verificar se sua senha estd correta (para que vocé seja
autorizado a retirar dinheiro do caixa eletrOnico), mas seja praticamente impossivel recuperar a senha a
partir da versao codificada.

Problemas NP-completos servem como uma luva para esta tarefa. Se quiséssemos usar o problema
do circuito hamiltoniano, poderiamos agir mais ou menos da formadescrita a seguir. O cliente poderia
escolher uma permutagdo dos niimeros de 1 a 50, conhecida apenas por ele. A partir dessa informacao,
seria gerado um grafo, contendo necessariamente os arcos correspondentes ao circuito (os demais
poderiam, por exemplo, ser gerados por um método aleatério, em que cada um dos possiveis arcos teria
uma certa probabilidade de sere escolhido). Este grafo seria armazenado no sistema. A figura a seguir
mostra uma representacdo de uma permutacdo dos nimeros de 1 a 50 e um grafo, gerado aleatoriamente,
que possui um ciclo hamiltoniano dado por esta permutacao.
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Fig. 4 — Um ciclo hamiltoniano e um grafo gerado a partir dele
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Quando o cliente fosse utilizar sua conta, o sistema simplesmente verificaria se a permutago
apresentada corresponde a um caminho no grafo. Como é improvavel que um tal ciclo pudesse ser
encontrado para um grafo deste tamanho, dificilmente um impostor conseguiria se fazer passar pelo
cliente, ainda que conhecesse o grafo-problema. Na pratica, sdo utilizados outros problemas NP-
completos para se fazer codificacdo de senhas, mas a idéia € exatamente a mesma acima.

PALAVRAS FINAIS

Grafos sdo uma fonte inesgotdvel de problemas com enunciado simples mas que escondem,
muitas vezes, uma sofisticada estrutura matemadtica. Neste artigo abordamos apenas alguns aspectos de
dois desses problemas. Certamente voltaremos a falar em grafos em outros artigos desta revista. Para o
leitor que deseja saber mais sobre o assunto, recomendamos os livros a seguir:

Samuel Jurkievicz. . Grafos — uma introdugdo. OBMEP.
. Jaime Luiz Szwarcfiter. Grafos e Algoritmos Computacionais. Editora Campus.
. Oynstein Ore. Graphs and Their Uses. The Mathematical Association of America.



